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Avant-propos 

Ce recueil de controles corriges d' electricite 3 (element de module du 
module physique 3 compose des elements electricite 2 & electricite 3), est 
destine essentiellement aux etudiants des filieres Licences fondamentales, 
Sciences de la Matiere Physique (SMP) et Sciences Mathematiques Appliques 
(SMA), du premier cycle de I'enseignement universitaire. Les etudiants de 
quelques filieres Licences professionnelles peuvent egalement se servir de ce 
document ; notamment les f ilieres EnRA et EEI. 

Ce support regroupe les controles du milieu de semestre, les controles de 
fin du semestre et les controles de rattrapage qui ont etes proposes aux 
etudiants de la Faculte des Sciences Semlalia de Marrakech (FSSM) durant la 
periode 2004-2008 dans le cadre du programme officiel de la reforme 
pedagogique universitaire. Ces controles couvrent tous les chapitres de 
I' electricite 3 : I'electrostatique dans la matiere, la magnetostatique dans la 
matiere et la propagation des ondes electromagnetiques dans la matiere. 

Nous souhaitons que les etudiants (plus particulierement ceux de la FSSM) 
trouvent dans ce polycopie un bon outil de travail qui les aidera a mieux 
comprendre le cours d electricite 3 et a se preparer eff icacement aux epreuves 
des controles de cet element de module. 



Les auteurs 



exosup. com 



- 2 - 



page facebook 



Recueil de controles d’electricite 3 ( SMP-S3 ) 



Controle N°1 : (2004/05) 



Partie A- Soient deux tubes conducteurs 
cylindriques coaxiaux (d’axe Z’OZ), de rayons Ri et R 2 
(R 2 > Ri) et de hauteur H » R 2 . Le conducteur de rayon Ri 
porte une charge positive de densite surfacique a. L’espace 
entre les deux conducteurs est rempli par un dielectrique 
LHI de permittivite electrique s (voir figure 1). 

1- Ecrire l’equation de Maxwell-Gauss pour le vecteur 
deplacement electrique D . Deduire la forme integrate de 
cette equation et sa signification physique. 

2- Montrer que D , en tout point M (loin des bords) repere 
par ses coordonnees cylindriques r, 0 et z, est donne par une 

— (X _ 

expression de la forme : D = — e r oil a est une constante a 

r 

determiner et r = OM = re r . 



i z 




Figure 1 



3- En deduire le champ electrostatique macroscopique E 
dans le dielectrique. 

4- Determiner le vecteur polarisation P dans le dielectrique. 

5- Calculer les densites des charges de polarisation surfaciques a p (Ri) et a p (R 2 ) sur les 
conducteurs de rayons Ri et R 2 , respectivement. 

6 - Calculer la densite volumique des charges de polarisation p p . 

7- En deduire la charge totale de polarisation Q p . 

8 - Calculer le champ de polarisation E p dans le dielectrique. 



9- Calculer la difference de potentiel V entre les deux conducteurs. 

10- En deduire l’expression de la capacite Ca du condensateur. 



-Id 1 SA 

On donne, en coordonnees cylindriques : divA = (rA r )- 1 — 

r dr r d6 



+ - 



d^ 

dz 



Partie B- On considere, dans cette partie, que l’espace 
entre les deux conducteurs cylindriques est rempli de deux 
dielectriques LHI 1 et 2, cylindriques, d’epaisseurs ei et e 2 et 
de permittivites electriques si et 82 , respectivement (voir 
figure 2 ). 

1- Calculer les vecteurs deplacement electrique D 1 et D 2 dans 
les dielectriques 1 et 2 respectivement. 

2- Determiner les champs electriques macroscopiques E l et 
E 2 dans les dielectriques 1 et 2. 

3- Ecrire la relation de passage, entre les deux dielectriques, 
pour le vecteur deplacement electrique D . 

4- Deduire une relation entre les champs electriques E ] et E, 
a l’interface entre les deux dielectriques. 

5- Calculer la difference de potentiel V entre les deux 
conducteurs. 

6- En deduire l’expression de la capacite Cb du condensateur. Conclure 



4 z 




Figure 2 



R2 
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7- Calculer les vecteurs polarisation P 1 et P 2 dans les dielectriques 1 et 2, respectivement. 

8- Calculer les densites surfaciques des charges de polarisation a B p (Ri) sur le cylindre de 
rayon Ri et a B p (R 2 ) sur le cylindre de rayon R 2 . 

9- Calculer la densite surfacique des charges de polarisation a B p a l’interface entre les 
dielectriques 1 et 2. 
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Corrige du controle N°l: (2004-2005) 

Partie A : 

1- L’equation de Maxwell-Gauss pour D est : divD = p 
Sa forme integrate est : §DdS = Q M 

(S) 

Le flux du vecteur deplacement electrique a travers une surface fermee S est egal a la somme 
des charges libres situees a l’interieur de S. 

2- Par raison de la symetrie cylindrique, le vecteur D est radial et ne depend que de r done : 
D = D{r)e r 

Le theoreme de Gauss applique a un cylindre hypothetique de meme axe que les deux 
cylindres, et de rayon r (RiCixdLO et de hauteur h«H conduit a : 

|j> DdS = D(r)jij> dS = D(r)2nrh = o2nR l h 

( S ) (S) 

Ce qui donne : D(r ) = 

r 

Done D = e r = —e r avec : a = oR l 
r r 

3- Milieu LHI, D = eE done : E = e r 

e r 

4- D = e o E + P = eE , donne P = (s - s o )E = (s - s o ) e r 

s r 

5- Les densites des charges de polarisation surfaciques sont definies par : 

• o p ) = P(r = R, ) n t avec : n ] = -e r 

D’ou : o (Rj ) = Pe r (~e r )=-P = -( 8 - e o ) - <0 

8 

• °p (^ 2 ) = P( r = R 2 )n 2 avec : n 2 = e r 

D’ou :o p (R 2 ) = Pe r (e r ) = P = (s-s 0 ) -^>0 

8 R 2 

6- La densite volumique des charges de polarisation p p est definie par : p p = -div(P) 

Comme : P r = (s - 8 0 )^^- et P e = P =0 ; Done : p = 0 

s r 

7- La charge de polarisation totale est : Q p = II <jp (/?] )dS +Jj" o p (R 2 )dS + j"j"J p p dv — 0 

(S) (5) (V) 

Eneffet: Q = -(s - s o ) — 2nR l H + (s - e o )^^-2kR 2 H = 0 

s sR 2 

8- Le champ de polarisation E p (r ) entre les armatures peut etre determine a partir de la 
relation du champ macroscopique E ; ou E est egal a la somme du champ exterieur E 0 et le 
champ de polarisation E p : E = E o + E p 
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Done : E p = E-E a 

Le champ exterieur est cree dans le vide par la charge Q portee par 1’ armature de rayon Ri, en 
un point M de rayon r, et son expression est : 

Le champ E est determine par application du theoreme de Gauss : E = 

r 



Alors : E = 



aR l 



1 1 



A 



e.. = -- 






Autre demarche : 



Calcul direct en utilisant le theoreme de Gauss : Jj> E p dS = 
On trouve la meme expression. 



Q P rrAR^lKR.h 



(S) 



9- On a la relation E = -gradV , done dV = —E{r)dr car le champ electrique n’a qu’une 
seule composante E(r). On integre cette relation entre Ri et R 2 : 



R, 



R, 



R, 



<jR, dr oR, R, 
-Log — 



s r 



R, 



\dV =V{R 2 )-V(R,) = -\E(r)dr = -\ 

R t R, R, 

V = V(R l )-V(R 2 ) = ^Log^ 

s R, 

10- Q = o2nR l E{ = C A V = C A ; alors : C A = 



R, 



2neH 



1 , ^2 r 

~ s Log j; Log Y t 



Partie B : 



<jR { 



1- Le vecteur deplacement dans le milieu 1 est : D x (r) = — -e r (avec Ri<r<Ri+ei). 

r 

Dans le milieu 2 le vecteur deplacement est : D Jr) = (avec Ri+ei<r<R 2 ) 

r 

2- Le champ macroscopique dans le milieu 1 est: E t = — = ^Le r ; 

Si s x r 

D , oR , 

Le champ macroscopique dans le milieu 2 est: E 2 = — = e r ; 

s 2 £ 2 r 

3- A la traversee de la surface separant les deux milieux 1 et 2 il y a continuite de la 
composante normale du vecteur deplacement D : 

D ht - D ln =0, car la densite surfacique des charges libres est nulle a l’interface entre les 
deux dielectriques. 



4- A l’interface r = Ri+ei, D, = D 2 , on peut ecrire done :s l E 1 = s 2 E 2 

5- On a : E = -gradV , alors : dV = -E(r)dr 
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R 2 Rl 7 /?2 n i 

Jjy =y(/? 2 )-y(/? 1 ) = -( \E x dr + j£ 2 dr) = -( J ^ — + I ^-L—) 



V=V(R l )-V(R 2 ) = (^Log 



R L + e L+ oR L 
R \ s 2 



Log 



«, £ i r s 2 r 

R , 



+<? i 



) 



a/?. 



6- Comme <2 = o2nR l H = C B V = C B { — -Log 



^ ^ 2n H 

Done : C R = — 

1 7 R l +e l 1 



R , +e. a/?, P 0 

+ — -Log- 



P, 



R \ +e i 



) 



Log 



P, 



+ —Log 



P, 



R i +e i 



Conclusion : Le condensateur est equivalent a deux condensateurs Cl et C2 en serie 

1 P, + e x 1 R-, 

— Log— — — Log- 

1 _ 1 , 1 _ e t P L , e 2 P^ 

C B Cl C2 



2nH 



2nH 



7- Pj = (Sj -z 0 )E 1 = (s, -s 0 )^^-2 r ; dans le milieu 1. 

Sj r 

P 2 = (s, - e a )E 2 = (s 2 - s 0 ) 2,. ; dans le milieu 2. 

s 2 r 

8- Les densites des charges de polarisation surfaciques sont : 



cy B (R l ) = P l e r (~e r ) = -P x = -(Sj -e G ) — <0 



^(« 2 ) = p 2^r (c) = P 2 =(e 2 -S c ) 



^2 ^2 



>0 



9- A l’interface r=Ri +ei ; la densite surfacique de charges de polarisation est : 
g B p =^„( R i +^i) + ^2 P ( r i +e t ). 



Avec : cf (P, + ej = P 1 (r = R 1 + e 1 )e r (2,. ) = P l = (e, - s o ) 



° 2 P ( R i + e,) = P 2 (r = R { + e, )2 r (-2 ,. ) = -P 2 =-( s 2 - s o ) 



aP, 



e,(Pi +Cj) 
aPj 



>0 



s 2 (Pj + ) 



<0 



_ R ctP,s„ 

Done : <j b = 

P (R.+e,) 



£ 1 S 2 
£ 1 £ 2 
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Controle N°1 : (2005/2006) 



Exercice 1 : 

On considere un condensateur plan rempli de deux dielectriques LHI de permittivites 
dielectriques si et 82 . Ces deux dielectriques touchent chacune des armatures suivant des 
surfaces Si et S 2 ; Les contacts sont parfaits. Les deux armatures metalliques du condensateur 
sont soumises a une difference de potentiel V. Les effets de bords sont supposes negligeables. 
Soit d la distance entre les deux armatures. 

1) - Enoncer les relations de passage entre deux milieux 1 et 2 pour le champ electrique Let 

pour le vecteur deplacement electrique D . 

2) - Deduire la relation entre les 
champs electriques E ] et E 2 dans 
les milieux 1 et 2 respectivement. 

Trouver leurs expressions en 
fonction de V et d. 

3) - Calculer les vecteurs 

deplacement D 1 et D 2 dans les 
dielectriques 1 et 2, respectivement. 

4) - Determiner les densites surfaciques de charges libres ai et 02 portees, respectivement, par 
les surfaces Si et S 2 en fonction de d, si, 82 etV. En deduire la capacite du condensateur C et 
conclure. 

5) - Calculer les vecteurs polarisation P 1 et P 2 , respectivement, dans les dielectriques 1 et 2. 

6) - Calculer les densites surfaciques de charges de polarisation ai p et a 2 p portees, 
respectivement, par les surfaces Si et S 2 de l’armature superieure en fonction de d, si, 82 , s 0 et 
V. 

Exercice 2: 

Soit une sphere dielectrique LHI de susceptibilite electrique y - de centre O et de 
rayon R, placee dans le vide, polarise uniformement suivant l’axe OX. Le vecteur polarisation 
est P = Pe x . 

1) Rappeler la definition d’un dipole electrique de moment dipolaire electrique p . 

2) Ecrire 1’ expression du potentiel V(M) cree par ce dipole electrique p (place en un point O) 

en un point M tres eloigne du dipole. On pose r = OM . 

3) On supposera qu’a l’exterieur, la sphere est 
equivalente a un dipole electrique. Determiner le 
moment dipolaire electrique p de la sphere. 

4) Exprimer le potentiel V(M) en fonction de la 
polarisation P . 

5) En un point M a l’exterieur de la sphere, donner 
1’ expression du champ electrique E(M) . 

6) Determiner les composantes de E(M) en 
coordonnes polaires (r,9). 

7) - On considere que la sphere est placee dans un champ electrique uniforme E o . Determiner 
le vecteur polarisation de la sphere. 
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On rappelle que le champ electrique de polarisation au centre O de la sphere, uniformement 

P 

polarisee, est donne par l’expression E y = ou s 0 est la permittivite du vide. 

p 3 s 

o 



7 „ dA _ 1 dA^ 

Rappel : grad A = — e r H e t 

dr ' r dO 
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Corrige du controle N°1 : (2005-2006) 



Exercice 1 : 

1) A la traversee d’une surface separant deux milieux 1 et 2 il y a : 

Continuite de la composante tangentielle du champ electrique E : Eit=E 2 t. 
Discontinuity de la composante normale du vecteur deplacement D : 
D, -D 2 =crn u , avec n 12 un vecteur normal a la surface oriente du milieu 1 vers le 
milieu 2 et a la densite surfacique de charges libres. 



2) continuite de la composante tangentielle du champ electrique: Eit=E 2 t, ( pas de 
composante normale pour le champ electrique), soit done E ] = E 2 . 

Le champ electrique est uniforme entre les deux armatures et porte par e, , done on peut ecrire 

2 2 2 

que | dV = — J Edz = — dz => —V = —Ed , dans le milieu 1 : V=Eid . 

i i i 

V 

De meme pour le milieu 2 on a : V=E 2 d. Soit done : E x = — e = E 2 . 

d 

3) Le vecteur deplacement dans le milieu 1 est : D x = s l E 1 = <j x e. 

Dans le milieu 2 , le vecteur deplacement est : D 2 = s 2 E 2 = <J 2 e, . 

<j, - <j 2 V V 

4) Sachant que E l = — e, et E 2 = — - e , on trouve done que Cj = — s x et cr, = — s 2 . 

s x s 2 d d 

Comme la charge Q portee par 1’ armature superieure est Q= oS = cr l S l + a 2 S 2 , alors on peut 

£ V £nV V 

ecrire : Q = — — S x H — — S-, = — (£ l S l + £ 2 S 2 ) . 
d d ' d 



Q £\S] + £ 0 S 0 

Sachant que la capacite du condensateur est definie par : C = — , on trouve C = " ~ . 

Ce meme resultat peut etre obtenu en considerant que le condensateur est equivalent a deux 

£■,5, 

condensateurs en parallele : C = h 



d 



d 



V 



5) Le vecteur de polarisation dans le milieu 1 est : P 1 =(s l - £ a )E ] ={£ x —£ 0 ) — e, 

d 

y 

De meme dans le milieu 2, le vecteur de polarisation est : P-, = ( £ 2 - £ 0 )E 2 =(£ 0 - £ a ) — 

d 

6) La densite surfacique de charges de polarisation portee par la surface S i 

= P/h = Pi (~e z ) = ~Pi= (£ 0 ~ £ i ) ^ 

La densite surfacique de charges de polarisation portee par la surface S 2 : 

^ ^ y 

0 2 p = P 2 n 2 = P 2 (—e z ) — — P 2 = (£ 0 ~ s 2 }— ^ 



Exercice2 : 

1) Un dipole elementaire est forme de deux charges ponctuelles opposees +q et -q separees 
par une distance d tres petite devant la distance au point d’ observation. 

Le moment dipolaire electrique du dipole est par definition 



p = qd oil d = AB ; p est dirige de -q vers +q. A d R 

1 • 

-q +q 
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Unite : dans le SI, le module de p s’exprime en Coulomb-metre (C.m). 
2) - Potentiel vecteur cree par le dipole (place en O) en un point M : 

r))d: V(M) = -^— ; (r =OM ) 

4ns 0 r 



_ 4 

3)- le moment dipolaire electrique p est alors : p = —nRP 



4) V(M) = 



1 pr _ 1 3 



nR P r - D i n n 

R Pr R PcosO 



5) E(M) = -grad{ 



4ns 0 r 4ns 0 

R 3 PcosO 



3 sr 3 3 sr~ 



3s r 2 



) 



6 ) E(M) = E r e r +E e e e 



.... d ,R 3 P-cosO. R 3 PcosO 
E r (M) = - — (— r ) = 



dr 3s r 



6s r 



„ 1 d .R 3 P cosO. R 3 P -sm.0 

Eff(M) = — — — ) = — — 

r dO 3 s a r 3 s Q r 

7) le champ electrique a l’interieur de la sphere : E ~ E o +E p ~ E o 



Or :P = %s o E 

Done: — = E ^P= 3 ^° E 

Xe„ 3 s a 3 s 0 + x 

P est uniforme aussi. 



P 



3s 



o 
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Controle N°1 : (2006-2007) 



Exercice 1 : 

On considere un condensateur 
plan rempli du vide de permittivite 
dielectrique s 0 . Les deux armatures 
metalliques du condensateur sont 
soumises a une difference de potentiel V. 

Soit d la distance entre les deux 
armatures, et S la surface des armatures. 

Soit <Tex la densite surfacique de charges 
libres portees par l’armature superieure (a ex >0). Les effets de bords sont supposes 
negligeables. 

Entre les armatures du condensateur plan on place une lame dielectrique LHI, de permittivite 
8 r et d’epaisseur e, le reste est le vide (voir figure). 

1- Calculer le vecteur deplacement dans le vide D o puis dans le dielectrique D . 

2- Determiner le champ electrostatique macroscopique dans le vide E n puis dans le 
dielectrique E . Conclure. 

3- Determiner le vecteur polarisation P dans le dielectrique. Donner sa valeur dans le 
vide. 

4- Calculer les densites de charges de polarisation surfacique <r p et volumique p p . 

5- En deduire le champ de polarisation E et preciser son sens. 

6- Trouver la relation entre a ex et la densite surfacique de charges de polarisation a p . 

7- Calculer la capacite C du condensateur plan en fonction de e, d, s r , s 0 et S. 

8- On remplace la lame de dielectrique par une lame de cuivre de meme epaisseur e. 
Calculer la nouvelle capacite C’du condensateur en fonction de s 0 ,S, d et e. La 
position de la lame a-t-elle une influence sur la capacite C' ?. 

9- Comparer C et C\ conclure. 




Exercice 2 : 

Une sphere conductrice, de centre O et de rayon Ri porte 
une charge electrique Q. cette sphere est entouree par une couche 
spherique, de meme centre O et de rayon R 2 >Ri, d’un 
dielectrique lineaire homogene et isotrope de permittivite 
electrique s. Un conducteur spherique relie a la terre enveloppe 
la couche dielectrique (voir figure). 

On donne le vecteur deplacement en un point M du dielectrique : 
or 




D = 



47 xr 



-( r = OM ). 



1- Determiner l’expression de la constante a. 

2- Calculer le champ electrique E dans le dielectrique. 

3- Determiner le vecteur polarisation P du dielectrique 

4- Calculer les densites de charges de polarisation surfacique a p (Ri) et a p (R 2 ) (sur les 
armatures metalliques) et volumique p p . 



exosup.com 



- 12 - 



page facebook 



Recueil de controles d’electricite 3 ( SMP-S3 ) 



5- En deduire le champ de polarisation E p . 

6- Determiner la capacite C du condensateur spherique. 

7- Sachant que la densite d’energie electrostatique est : w = DE , calculer l’energie W 
du condensateur. 



On donne en coordonnees spheriques : diva = 



J_d_ 
r 2 dr 



( r 2 a,.) + 



i a 

r sin 9 <30 



(a e sin 9) + 



1 da v 

rsinG Sep 
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Corrige du controle N°1 : (2006-2007) 



Exercice I : 

1- on applique la relation de continuity entre deux milieux 1 et 2 : D 2n —D ln = o ex ( la 
normale a la surface est dirigee du milieu 1 vers le milieu 2) ou bien directement le theoreme 
de Gauss pour le vecteur deplacement : || Dds = Q mt {libre) 

(S) 

Dans le vide : D a = ~o ex e z 

Dans le dielectrique : D o = D (a la surface de separation entre le vide et le 

dielectrique a iibres=0). 



2- dans le vide on a D a = s 0 E 0 = -o ex e, => E a = —e, 

— a 

dans le dielectrique D = s 0 s,.E = -o ex e, => E = —e. 

s 0 s ( . 

alors: E = — ; E est faible devant E 0 . 

3- le vecteur polarisation dans le dielectrique : 

P = (s - s 0 )E = (e r - 1)8 0 ^ = (e r - l)e 0 ^ e t 

dans le vide P = 0 

4- La densite surfacique de charges de polarisations est definie par : a = P.n = ±P ; 

Sur la face B on a : <j pB = P(-e, ).(—e z ) , alors : 

= +P = <e, - IK, — = (s, - De,, — = 0=, - D— = (1 ■ - 

8 8 8 8 8 

r r o r r 

Sur la face A et a pA =-P = -a pB = (— - l)o ex . 

Le vecteur polarisation etant uniforme a l’interieur du dielectrique par consequent 
p p = -divP = 0 

5- Le champ macroscopique est la somme de deux champs electriques E = E a + E p ( E a est le 

champ cree par les charges libres et E p le champ cree par les charges de polarisation). 
E ] ^ 

— ^ - = E a + E , d’ou E = E o ( 1) , alors E a et E sont deux champs opposes. 

Ou encore E =- — 

Le champ de polarisation est suivant e_ . 

6- sur la face B on a : a B = (s r - l)e„ — = (e r - l)s o = (s r -1)— = (1 - — )o„ 

S 8 8 8 8 

y r n r i- 



exosup. com 



- 14 - 



page facebook 



Recueil de controles d’electricite 3 ( SMP-S3 ) 



7- Le champ electrique etant uniforme et n’a de composante non nulle que suivant e . , alors la 



relation E = -gradV (voir figure ) s’ecrit E = h , d’ou dV = E dz. 

dz 




En integrant, V, - V, = [ — 1 — dz + f — — dz + f — — dz , 

1 A £ 0 £ r % 

On pose : d = e 1 + e + e 2 , 

V = +e 2 +—) = -^-(e 1+ e 2 +—) => C = 

£ ° s '- £ ° S £r d-e + 



s S 



d( 1-S- + -) 

d zd 



On peut trouver ce resultat en considerant que le condensateur est equivalent a trois 

, , 1 £ n S £„S r S £ n S 

condensateurs plans : — = 1 1 

C e, e 



8- meme demarche que 7, sauf que dans le metal E=0 

on trouve V = ^ £L ( d - e) . Comme cr ex = —, olors on a : V = d - e) , d’ou la capacite du 
^ >5 s o S 

8 S 

condensateur C '=— — 
d -e 

On constate que la position de la feuille dans le condensateur n’a pas d’ influence sur la 
capacite de celui-ci. 

Tout se passe comme si on avait deux condensateurs en serie d’epaisseur (ei) et (d-e-ei) : 
. , 1 e, (d-e-e,) d - e 

C' s„5 s o 5 s o 5 

C 

9- on peut ecrire que C = 

1 + ^ 

s r (d-e) 

La capacite du condensateur avec une plaque du cuivre est superieure a celle du 
condesateur avec une plaque d’un dielectrique. 

Tout se passe comme si la permittivite relative pour un metal est infinie: £ r —> go 



Exercice 2 : 

1- On determine le champ D en appliquant le theoreme de Gauss sur une surface spherique de 
rayon r. Pour des raisons de symetrie, le champ electrique est radiale et son intensite ne 
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depend que de r distance au point O. L'application du theoreme de Gauss sur une sphere de 
rayon r conduit a : fj> DdS = Q ml => ; D = —^— pour r>Ri , on identifie facilement a = Q 

JJ Ajr 



(s) 



2- Le champ electrique a l’interieur du dielectrique, de constante dielectrique s (Ri<r<R 2 ) : 
- Q r 

E = — 7 

4718 r 

— — — Q ^ 8 

3- le vecteur polarisation est : P = D- s a E = -(1 — -) 

4ti r 8 



, Q r 



4- p = -divP = -div — — (1 - — ) = - — (1 - —)div — = 0 
p 4tt: r 3 8 A ~ ~ 3 



Q_ r e„ x r 

An s r~ 



a „ ( R y ) = P ( R l )(-e r ) = - (1 - 



471 Ry 

a,(* 3 ) = ^,X«,) = + ^( 1-^) 

5 -E = E o +E p 



E o est le champ cree par la charge Q au point M : et E p le champ cree par les charges de 

Q r 



polarisation). : E 0 = 



4718 0 r 3 

Q r A 1 



Ep =E-E 0 ^,E p =^-( ) 

4;ir £ s t 

On trouve la meme expression en utilisant le theoreme de Gauss pour calculer E . 



R 2 

6- V ( R 2 )- V ( Ry ) = -jEdr 



Q r 2 i 



r 1 , T7 Q A 1 . 
J A 4 ttp r r 

R,R 2 



Am i r 



alors la capacite du condensateur est : C = 4 ti8 



4718 Ry R 2 



v r v 2 

R 2 — Ry 



7- w = ~DE = ~eE 2 
2 2 



l 2 V47isr" 



v 4w >=el 

8ti£ Ry R 2 



1 Q 2 11 

on peut retrouver ce resultat en utilisant la relation : W e = —QV = ( ) 

2 8718 Ry R 2 
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Controle N°1 : (2007-2008) 



Exercice 1 : 

On considere dans le vide une sphere dielectrique X, polarisee, de centre O et de rayon 
R. En un point M de la sphere, la polarisation est radiale et son intensite P a meme valeur en 

tous les points de I. (P = P(r)e r , on designera par e r le vecteur unitaire porte par le vecteur 
r = r e r ). Un point M de l’espace sera repere par ses coordonnees spheriques (r=OM, 0, (p). 

1- Determiner les densites de charges de polarisation surfaciques a p et volumiques p p . 

2- Verifier que la charge totale de polarisation Q p est nulle. 

3- Calculer dans les deux regions de l’espace (r<R et r>R) le champ electrique. 

4- Comment appelle t-on ce champ electrique et pourquoi? 

5- Determiner l'energie electrostatique de la sphere. 



On donne en coordonnees spheriques : 



j- - 1 d , 2 x 1 d 

diva = — — (r a r ) H ( a e sint > ) + 

r dr rsin 6 d6 



1 

rsin 6 drp 



U -r- 



Exercice 2 : 

La tension U entre les armatures 
metalliques d’un condensateur plan est maintenue 
constante grace a un generateur. On introduit dans 
l’espace entre les armatures, de largeur e, deux 
lames : l’une dielectrique de permittivite relative 
Sr et d’epaisseur ei, l’autre conductrice d’epaisseur 
e 2 (voir figure). Soit S la surface des armatures. 

Les effets de bords sont supposes negligeables et le champ electrique entre les armatures est 
considere uniforme. Soit a ex la densite surfacique de charges libres portees par l'armature 
superieure. 



ei G 



e2 



i 



B 



1 . Trouver la relation entre le champ electrostatique E o dans le vide et le champ 
electrostatique E x dans le dielectrique. 

2. Determiner la polarisation P du dielectrique 

3. Calculer les densites de charges de polarisation surfacique a p et volumique p p . 

4. En deduire le champ de polarisation E p et preciser son sens. 

5. Trouver la relation entre a ex et la densite surfacique de charges de polarisation a p . 

6. Calculer la capacite C du condensateur plan en fonction de e, ei, e 2 , s r , s 0 et S. 
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Corrige du controle N°1 : (2007-2008) 



Exercice 1 : 

1) la densite surfacique de charges de polarisation a p = Pn = Pe r e r = P 

La densite volumique de charges de polarisation p = -divP ; Comme la polarisation ne 

\ d 2 P 

depend que de r, alors p = -divP = — j — (r 2 P) = 



2) la charge de polarisation totale est definie par : Q p = JJ a p dS + I Ppdr 



9 P 

Q p = P4nR 2 - JJJ^ — 4 nr 2 dr = \nPR - AnPR = 0 

3) Par raison de symetrie spherique du systeme, le champ electrique est radial et ne depend 
que de r. on applique le theoreme de Gauss sur une surface spherique centree en O 

- r<R on applique le theoreme de Gauss JJ E p dS = — — avec Q p i n t la charge de polarisation 



comprise dans la sphere de rayon r. on a : 

IP 
r 



JJJ p p 4m~ 2 d r J 4 7tr' > dr J IPAwdr g p z r 

E(r)*4m- 2 = -*- = -JlZ = _J = 2_ 



P - P( r ) 

d’ou E (r) = , done E (r) = -e r 

8 „ £ '„ 

- r>R, La charge de polarisation totale Q p a l’interieure de la sphere de rayon r est nulle. Alors 



le theoreme de Gauss JJ E p dS = 



Qpint 



= 0 . 



Done le champ de polarisation E p (r) = Odans cette zone est nul 



4) Le champ s’appelle le champ de polarisation ou le champ cree par les charges de 
polarisation uniquement. 



5- En utilisant la densite d'energie electrostatique : 



1 rrr 9 lr 9 ^ 1 r P 9 1 r P , 

W = — JJJ s 0 E 2 dv = — J £ 0 E z x4nr 2 dr = — j £ a — j Am 2 dr = — J — Aw dr = 



2 r>3 



2 0 ^ 



2 0 



2 xPR 
3^„ 



Exercice 2 : 

1- relation de passage a la surface de separation entre les deux milieux : D ln - D ln = 0 car il 
n'y a pas de charges libres sur la surface de separation. Pas de composante tangentielle pour le 
champ electrique. 

E E 

alors £ 0 E 0 = £ l E ] = £ 0 £ r E 1 => E x = — E x = — 

G 

2 - P = XS 0 E, = (£ r - IKE, = (£,. - l)£ a ^ 

£ r 

3- La densite surfacique de charges de polarisations est definie par : a = P.n = ±P ; 
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Sur la face superieure on a : cr, sup = P(e z ).(—e .) , alors : 

K»» = -P = -(e,- IK — = -ie, - De. = -(£, - 1) ^ = -(1 - -)<r„ 

£ r £ r E o £ r £ r 

Sur la face inferieure a p _ inf = +P = -cr p so p = (1 - — )<r„ . 

£ r 

Le vecteur polarisation etant uniforme a l’interieur du dielectrique par consequent 
p ;) = -divP = 0 



4- Le champ macroscopique est la somme de deux champs electriques E = E a + E ( E a est le 
champ cree par les charges libres et E le champ cree par les charges de polarisation). 

_ 1 _ 

— - = E a + E , d’ou E = E o ( 1) , alors E et E sont deux champs opposes. 

£ r £ r 

Ou encore E =- — 

z 0 

Le champ de polarisation est suivant - e. . 



5- sur la face superieure on a : 
a =-(s -1 )e — = -(£ -1 )e 

p, sup V r ' o y r ' i 



-(£ r -l)^L 




6- Le champ electrique etant unifonne et n’a de composante non nulle que suivant e , alors la 



relation E = -gradV s’ecrit E z = , d’ou dV = -E dz . 

dz 



A B C D 2 

En integrant, Vj - V 2 = U = J E a dz + J E x dz +J E a dz +J E 2 dz + J E a dz , 

1 A B C D 



U = E o (e-e 1 -e 2 ) + E [ e [ + E 2 e 2 avec Ei=0dans la lame metallique. 
On obtient ainsi : E = — 

e i 

e - e l - e n + — 

E r 

La charge Q portee par l'armature superieure est Q = a ex S = £ a E o S = 



eJJS 



e - e x - e 2 + 



cr„ 



dans le vide, E 3 = — 1 — , oil a ex est la densite surfacique de charges libres portee par l'armature 

E o 

superieure. 



La capacite C du condensateur a done la valeur : C = ^j = 



£,.S 



e - e x - e 2 + 



exosup. com 



- 19 - 



page facebook 



A. Essafti & E. Ech-chamikh 



On pourrait retrouver ce resultat en notant que le systeme est equivalent a deux condensateurs 
en serie, l’un a vide d’epaisseur e-ei-e 2 , l’autre a un dielectrique d’epaisseur ei. En effet 
1’ addition des inverses de ces capacites donne : 



C 



1 






e - e x - e 2 H — - 

£ rj 
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Controle N°2 : (2004/05) 



EXERCICE 1 : 

Une sphere de centre O et de rayon Ri, d’un materiau 
magnetique LHI de permeabilite relative p r , est placee a 
l’interieur d’un solenoide infini comportant n spires par unite de 
longueur, de rayon R 2 > Ri et d’axe Z’OZ, parcourues par un 
courant d’intensite I (Voir figure ci-contre). 

1. Montrer que l’aimantation M de la sphere est uniforme. 

2. Quelle est la direction de M ? Ecrire M sous la forme 
M = M u oil « est le vecteur unitaire de cette direction. 

3. Determiner les vecteurs densites de courant d’aimantation en 
surface j s et en volume j v de la sphere. On exprimera ces 
vecteurs dans la base ( e r , e e , e tp ) du systeme de coordonnees 




R 2 



spheriques. 

4. Calculer l’induction magnetique d’aimantation B a (O) creee par la sphere aimantee en O. 



5. Montrer que le champ d'induction magnetique d’aimantation B a est uniforme a l’interieur 

de la sphere. 

6. Deduire le champ d'induction magnetique B t a l’interieur de la sphere. 

7. Deduire l’aimantation M de la sphere en fonction de l’intensite I. 

Donnees : 

• Le champ magnetique cree par le solenoide infini, en un point de son axe, est donne 
par : Bo = po n I. 

• Le champ magnetique cree par une spire de rayon R, parcourue par un courant 

d’intensite I, en un point P de son axe, est donne par : B = a ™ a es t 1’ angle 

sous lequel est vu le rayon de la spire a partir du point P. 



EXERCICE 2 : 

On considere la propagation d'une onde electromagnetique monochromatique, plane, 
progressive, sinusoidale de pulsation co, de frequence f, de vecteur d’onde k , dans un milieu 
dielectrique parfait non absorbant caracterise par sa permittivite electrique s , son indice de 
refraction n et sa permeabilite magnetique p 0 . L'espace est rapporte a un triedre orthonorme 
direct OXYZ de vecteurs unitaires e x , e y et e- ■ L'onde est polarisee suivant OZ et se propage 
dans la direction OX. Soient E 0 l’amplitude du champ electrique et k le module du vecteur 
d’onde. 

1- Ecrire les equations de Maxwell dans le mi lieu considere. 

2- Ecrire les composantes du vecteur d'onde k dans la base ( e x , e y • e - )• 

3- Donner l’expression du champ electrique E(M,t) au point M (de coordonnees x, y, z) a 
l'instant t. 

4- Etablir l'equation de propagation pour E . 
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5- Trouver la relation qui relie co, k, c et n. En deduire la vitesse de phase (de propagation de 

l'onde) v p = — en fonction de n et c (vitesse de la lumiere dans le vide), 
k 

6- Determiner les composantes du champ magnetique B(M,t) de l'onde. 

7- Calculer les composantes du vecteur de Poynting R(M,t) . 

8- Deduire la valeur moyenne du module du vecteur de Poynting ( R(M,t) ) en fonction de n, c, 
juo et E 0 . 



On donne : rot(rotA) = grad(divA) - A A 
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Corrige du controle N°2 : (2004-2005) 



EXERCICE 1 : 

1. En absence de la sphere, le champ B 0 cree par le solenoide est uniforme a l’interieur du 

solenoide. Done, l’aimantation M de la sphere LHI, qui est due au champ B 0 , est egalement 
uniforme. 

2. B 0 est dans la direction de l’axe OZ. Done, M est egalement dans cette 
direction :B 0 = B 0 e z =^> M = M e, 

3. Les vecteurs densite de courant d’aimantation en surface j s et en volume j v de la sphere 
sont donnes par : 

j s = M a ii = M a e e = M sin 0 et j v = rotM = 0 (car M est uniforme) 

4. B m (0 ) est l'induction magnetique creee par le courant 

surfacique de densite j s = M sin 6 . 

Chaque tranche, de largeur <M = Rd9, de la surface de la sphere 



courant d’intensite di = = MRsinB d8 . D’apres l’expression 

de l’induction creee par une spire (donnee a la fin de l’exercice), 
l’induction elementaire dB m (0) creee par la tranche de largeur d£ 
est donnee par : 

^5 Bo di - 3 / 1 - jU 0 MRsmdd6 . 3 ju 0 M dO . 3 

dB in (0) = — — snr 0 e. =— : sin^ 0 e_ = u 



2 r 

L’induction B m ( O ) est done : 

' 0o M 



2 r 




B m (0) = J dB m ( O ) = | sin 3 0 d0 e_ sin 2 0 (-d cos 0) e 



Sphere 0 0 

Bo M ,2 a 33 _BoM 



J— — (cos 2 0-1) d cos0e z = 



2 

cos 3 0 



— cos 0 



JO 



JU 0 M 4 _ 2 -* 

e, = e , = - ju 0 M 

2 3 z 3 



2 *2 
5. A l’interieur de la sphere, le champ d'induction magnetique B j est la somme de B {] et du 
champ d’aimantation B m : B i = B 0 + B m 

Done, puisque B 0 est uniforme, B m est uniforme si B i est uniforme. 



Or: B . =p 0 (H i +M) = J u 0 



M 

\ % m J 



+ M 



= Bo 



M 



- + M 



P,M 



= 00 



\0 r - b 



K0r~ ] 

Puisque M est uniforme, B t est egalement uniforme et par suite B m est aussi 
uniforme. 

6. Le champ d'induction magnetique B t a l’interieur de la sphere est : 



B i = B 0 + B rn = B 0 + B J°) = 0O nI +-0O M 



7. 5,. = p 0 



f 

0r M 

K0 r ~ X J 



= 0 o nl e z +~0 o M e z => M 



0r 



K0r 3 



= nI=>M = 3(/Ur - nl . 

0r + ^ 
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EXERCICE 2 : 

1- Equations de Maxwell : 

_ _ „ __ gg * 

divB = 0 , divE = 0 ; rot(E) = ; et rot(B) = /d o s — ( / = 0 ,et p=0). 

dt dt 

2- Le vecteur d’onde Qst\k=ke x , les composantes du vecteur d’onde sont k x =k, 

K=K= o 

3- Onde plane monochromatique, progressive, le champ electrique est : 
E(M,t) = E o cos(oo t - kx)e, 

Ou bien, en notation complexe : E(M,t) = E o e ,{ "" ^e, 

E x = E y — 0 

4- rot(rot(E )) = grad(divE) - AE = - — ( rotiB )) avec : div£=0 

dt 

„ A? S — d. dE A d 2 E d 2 E 

Ou encore : A E = — ( rotB ) = — (ju n s — ) = u n s — t- = U n £ n s r — T - 
dt dt dt dt 2 dt 2 

n 2 d 2 E 

V~dS 



Comme : n = yjs r , et /u 0 £ 0 c = 1 , on peut ecrire done : AE = 

n 2 d 2 E 

Ce qui donne : A E_ = — car E x =E y =0 



2 „2 



c 2 dt 



Yl Yl 

5- L’equation de propagation permet d’ecrire : k 2 E_ = — co 2 £7 ou encore :k = —a> 

c " c 

CO c 

La vitesse de propagation de l’onde est v = — = — 

k n 

6- B = — aE; donne: B x = 0, B x =- — E_ et B_ = 0, avec E_ = E 0 e J ^ <0, ~ kx ' > ou bien 

CO (O' 



E z = E o cos(co t - kx ) 

k 

Soit done B(M ,t) = E.e x 

oo 



7- Le vecteur de Poynting est : R = — a B 

P 0 
l 

V-o 

R=0;R=0 



R x = — (-E, .« ) = — - E 2 = — - E 2 cos 2 (oo t - kx) = — - E 2 cos 2 (at - kx) 



p Q oo ; n a oo 



P 0 c 



ou bien en notation complexe est R = a B 

2/E 



1 



1 k 



1 k 



E = 



1 n 



EzEz 2p o oo ° 2p o c 



E a ; R y =0 ; R z =0 



K=^~E z .B y ) = 

2p o 2 to 

_ \ Yl — ► 

Ainsi R = R x e x = E 2 e x . Le vecteur de Poynting R est parallele a la direction de 

2p„ c 

propagation . 
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8- la valeur moyenne sur une periode T est 





IE c 



T 



T 



|cos 2 (cor-A:x)(if 

o 



1 n 
2p 0 c 



E 



2 

o 



En utilisant la representation complexe on retrouve la meme expression 




1 n 
2p o c 



E 



2 

o 



exosup. com 



-25 - 



page facebook 



A. Essafti & E. Ech-chamikh 



Controle N°2 : (2005-2006) 

Exercice 1 : Milieux aimantes (aimant cylindrique) 

Un aimant cylindrique de rayon R, de hauteur h et 
d’aimantation uniforme M -M e. selon l’axe OZ du cylindre. On 
se propose de calculer l’induction magnetique B(O) creee par cet 
aimant en son centre O. 

1. Rappeler les expressions des vecteurs densite de courant 
d’aimantation j SB , j SL e t j v sur les surfaces de base, sur la 
surface laterale et en volume respectivement. On donnera 
ces expressions dans la base ( e r ,e g ,e„)du systeme de 
coordonnees cylindrique . 

2. Calculer ] SB , j SL et j v . 

3. Donner 1’ expression de B(0 ) sous forme 
d’ integrate. 

4. En utilisant la symetrie de la distribution des courants d’aimantation, montrer que est 
portee par l’axe OZ : B(O) = B(O) e z . 

5. Montrer que B(O) s’exprime par : B(O) = — MQ. L oil Ql est l’angle solide sous lequel 

4 n 

est vue la surface laterale du cylindre (1’ aimant) a partir du centre O. 

6. Exprimer Ql en fonction de l’angle a (demi-angle au sommet du cone de sommet O 
et s’appuyant sur la surface de base du cylindre. 

7. Deduire l’expression de B(0) en fonction de a. 

8. En deduire l’expression de l’induction B creee par un aimant cylindrique 
(d’aimantation uniforme M = M e, ) infiniment long en un point de son axe OZ (loin 
des bords). 




Exercice 2 : Ondes dans la matiere (incidence de Brewster) 

Une onde plane monochromatiquc B h ) , de pulsation 

to et de vecteur d’onde k x , arrive sur un dioptre separant deux 
milieux dielectriques LHI d’ indices respectifs m (milieu 
d’incidence) et m sous une incidence i. L’onde plane incidente 
est polarisee dans le plan d’incidence (onde parallele). 

1. Representer sur la figure les vecteurs champs 
electriques et inductions magnetiques des ondes 
incidentes, reflechies et transmises. 

2. Ecrire les relations de continuite pour les composantes de £ et B a la traversee du 
dioptre (en O). N et T representent respectivement la normale et la tangente au dioptre 
en O. 

3. Rappeler la definition des coefficients de Fresnel. 

4. Etablir l’expression du coefficient de reflexion r en fonction des indices et des angles 
d’incidence et de refraction. 

5. Montrer que r s’annule pour une valeur particuliere b , de i, appelee incidence de 

yi 

Brewster, donnee par : tgi B = — . On rappelle que : nisinii = msinh 

>h 
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Corrige du controle N°2 : (2005-2006) 



Exercice 1 : Milieux aimantes (aimant cylindrique) 

1 . j SB -M a n avec : n-e, sur la surface superieure et 
n = -e 7 sur le surface inferieure 

Jsi, = M a e r et j v = rotM 

2 - 1 sb =0(car M=Me z ) , j SL =Me g c t ] v = 0(car M 
est uniforme). 

3. B(0 ) = — ff SL A f*' ° ds (ou P est le centre de 

4/r JJ OP 3 

1’ element de surface ds de la surface laterale) 

4. La distribution des courants d’aimantation est symetrique par rapport au plan 
XOY. Done, le champ B(0 ) est perpendiculaire a ce plan. Done, B{0 ) est portee 
par l’axe OZ : B(0 ) = B(0 ) e z . 

5. B(O) s’exprime par : B(0 ) = B(0)e . = — ff — e.ds 

4 71 J s J L OP 

Or, (j Si a ~PO)e z =M[(e z a ) a Po)e z = M |e r (e z PO ) - e z (e r PO) )\e z = -Me, Jc) = Me,X)P 




D’ou : 

6 . 

7. 

8 . 






ju 0 rr MOP 



e ds = ^-M 
4 n 



II 



SL 



OP 3 4 71 



4*-JJ OP' 

D. l -4rc - 7£l SB =4;r-2(2;r(l-cosa)) = 4;rcostt 



B(O) = M{4n cos or) e . = ju 0 M cos ae. 

Pour un aimant cylindrique (d’aimantation uniforme M=Me.) infiniment long 
a — » 0 . D’ou : B = /u 0 M e z - ju 0 M 



Exercice 2 : Ondes dans la matiere (incidence de Brewster) 




2. Continuite de la composante tangentielle de E : 

E ut + E\ t = E 2t E u cos /, + E\ cos /, = E 2 cos i 2 (1) 

et continuite de B : B u + B\ = B 2 <=> B u - B\ = B 2 — E u - — E\ = ^E 2 (2) 

c c c 



3. Les coefficients de Fresnel sont definis par : 
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r 

4. 



— - (coefficient de reflexion) et t = — — (coefficient de transmission) 

E i i E u 



L’equation (2) dans (1) entraine : E u cos i x + E\ cos i x = 




\’h 



(E„-E\ 



\ 

) cos i 2 

J 



, E\ 77., cos 7, - 77, cos L 
D ou : r = — L = — 1 1 - 



E u 



r = 



n { cos i 2 



n 2 cos i x + n, cos i 2 



n 2 cos i, + n x cos i 2 

Vl 2 COS /j . . 

— = 0 sAn 2 cos i 1 = n ] cos i 2 (1) 



Or : nisinii = n 2 sini 2 (2) 

Multiplions (1) et (2) membre par membre on obtient : 

n } n 2 sin 2/, = n ] n 2 sin 2 i 2 <=> /, = i 2 ou 2/, =jz — 2 i 2 
La premiere solution est a exclure car : n x ^ n 2 



■h*h 



n 



Done : i 2 = — - /, <» n 2 cos /, = 77, cos 



f n . ^ 

1 

2 






= 77, sin 7, <=> tg7, = 



77 

77 



2 

1 
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Controle N°2 : (2006-2007) 



I- Question de cours 

Donner la definition d’un milieu aimante 

Definir les milieux suivants : paramagnetique, diamagnetique et ferromagnetique. 
Donner l’ordre de grandeur de la permeabilite magnetique relative p, de ces milieux. 



I-: Une onde electromagnetique plane, progressive, monochromatique de pulsation co, se 
propage dans un milieu dielectrique imparfait caracterise par une permittivite 
complexe: s = s a (x'—jx") oil x'> 0, x"> 0. Cc milieu dielectrique est non magnetique. Cette 
onde se propageant suivant z > 0 est polarisee rectilignement et le vecteur champ electrique 
est E = E o exp j(col - kz) e x oil E 0 est l’amplitude, constante dans le temps et dans l’espace, 
du champ electrique. On utilisera uniquement la notation complexe. L'espace est rapporte a un 
triedre orthonorme direct Oxyz de vecteur unitaires e x , e , e . 

1- Donner une interpretation physique, a partir des equations de Maxwell, de v'ct x" . 

2- Calculer les composantes du champ magnetique B . 

3- Determiner l’equation de propagation pour le champ electrique. Deduire la relation de 
dispersion. 

E u 

4- Montrer que le rapport Z = \x a — est egal a (— f-' ) 1/2 . 

B y £ 

5- En considerant que le vecteur d’onde k peut s’ecrire sous la forme k a ( a - j p) oil k a est le 

module du vecteur d’onde dans le vide, a et P deux reels fonction de x' et x " , calculer la 
vitesse de phase Vq>. 

6- Donner les vecteurs champ electrique et magnetique en fonction de t, z, eo, E a , Z, k a , a, p . 

II- : Une onde electromagnetique, plane, progressive, monochromatique de pulsation eo, 
polarisee rectilignement, se propageant dans le vide suivant z > 0 , tombe en incidence 
normale sur la face plane du materiau etudie ci-dessus, placee en z = 0. Le dielectrique 
s’etend indefiniment du cote z > 0. Soit E 0 l’amplitude du champ electrique incident E t qui 
est parallele a l’axe Ox de vecteur unitaire e x . 

1- Determiner les composantes du champ electrique reflechi E r et du champ electrique 
transmis E t . 

2- Calculer les composantes du champ magnetique reflechi B r et du champ magnetique 
transmis B t . 

3- Calculer le coefficient de reflexion complexe r = — en fonction de Z et Z 0 . (ou 



Exercice : 




O 



Exprimer r en fonction de x' et x" . 

4- Le coefficient de reflexion peut s’ecrire sous la forme r = rexp( j(p) oil r = \r 
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Dans le demi-espace z < 0 , calculer le rapport S - 


valeur max imale de E 

— en fonction de r 

valeur min imale de E 


ou E = + E r . 
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Corrige du controle N°2 : (2006-2007) 



Question de cours 

1- Un milieu materiel aimante est un milieu dont le comportement est analogue a celui 

d’un dipole magnetique de moment dipolaire magnetique m . 

2 - 

♦ Les milieux diamagnetiques sont des materiaux constitues d’atomes qui n’ont pas 
de moment magnetique intrinseque (propre). Le phenomene d’aimantation de ces 
milieux, en presence d’un champ magnetique exterieur, est appele diamagnetisme 
(c’est une aimantation electronique) . Ces milieux sont caracterises par une faible 
susceptibilite magnetique % m qui est negative ( y ... « -1(T 5 ). 

♦ Les milieux paramagnetiques sont des materiaux constitues d’atomes (ou de 
molecules) qui ont un moment magnetique intrinseque (en absence de champ 
exterieur). Le phenomene d’aimantation de ces milieux en presence d’un champ 
magnetique exterieur est appele paramagnetisme (c’est une aimantation 
d’orientation ). Ces milieux sont caracterises par une susceptibilite magnetique % m 
positive plus grande (en valeur absolue) que celle des milieux diamagnetiques 

(z„, -i<r 3 ). 

♦ Les milieux ferromagnetiques sont des materiaux qui ont des proprietes 

magnetiques similaires a celles du Fer . Ce sont des materiaux qui sont capables 
d’acquerir une aimantation importante dans un champ magnetique exterieur meme 
tres faible et de conserver cette aimantation lorsque ce champ est supprime. Ils sont 
done caracterises par une grande susceptibilite magnetique (% m « 10 3 pour le fer) 

qui varie avec la temperature. 

3- 

♦ Les materiaux diamagnetiques et paramagnetiques ont une permeabilite 
magnetique relative p r = 1 + % m =1 ( p = p„ (du vide) ) 

♦ Pour les materiaux ferromagnetiques p r = 10 3 

Exercice 

I- 

1- Nous ecrivons l'equation de Max well- Ampere pour un milieu conducteur, de permittivite 

— - dE 

s et de conductivite y. Nous savons que rotB = p( / + s — ) , le milieu est non magnetique 

dt 

p=p 0 . 

_ — * ^ dE 

En introduisant la loi d’Ohm : j =yE, alors rotB = p o (y E + s — ) 

dt 

Pour une onde monochromatique de pulsation to, cette equation devient : 

rotB = p 0 (y E + jcoeE) (1) 

Ecrivons maintenant l'equation de Maxwell-Ampere pour un milieu dielectrique 

— -dE 

d'indice complexe e (milieu absorbant) : rotB = p 0 s — 

dt 

Pour une onde monochromatique de pulsation m , cette equation devient : 
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rotB = j\x 0 coeE = j^ 0 coE(s 0 (x'-jx")) = \x 0 ((oe 0 x"+j(os 0 x')E (2) 

L'identification des relations (1) et (2) montre que s„je'traduit la permittivite reelle du 
dielectrique et e 0 x" son imperfection c'est a dire sa capacite a conduire l'electricite. 



k k(? 

2- Comme il s'agit d'une onde plane, le champ magnetique est : B = — a E = — L a E x e x 

00 00 

avec E x = E o exp /Too/ - kz) , 

k 

les composantes du champ magnetique sont B x =B z =0, et B = —E x 

(0 

„ _ Qg 

3- A partir des equations de Maxwell : rotB = p 0 s — et rotE = . 

dt dt 

rot rotE(M ,t) = grad(divE) - AE = = - — ( rotB(M ,t )) = - — (p c s — E) 

dt dt dt dt 

avec divE = 0 (le champ electrique est transversal): 



-d 2 E n A z? 

„e T- = 0 => AE — US y 

5 dt 2 dt 2 

D’ou la relation de dispersion : -k 2 E x - p 0 s(y'oo) 2 E x = 0 => k 2 = p 0 soo 2 . 



L’equation de propagation est : AE - p 0 s — — = 0 => A E x - p c s — y- = 0 . 

dt dt 



00 V 

k E E u 

4- nous avons B x = —E x , alors le rapport Z = p 0 — = p„ * = (Tf) 1/2 . 

co B k s 

y ~ E x 

(0 

5- k=ke z =co(p 0 8) 1/2 ? z =oo(p 0 s 0 ) ll2 ^x'-jx" e z =k a ^x'-jx" e, = k 0 (a-jfi)e z 

avec k o = oo^/p o s o = — et e le vecteur unitaire de direction de propagation 

c 

E(t,z ) = E a exp(-fc„/? z) exp [](oj t - k n a z)]e x 

Le premier represente l’attenuation de l’onde. 

T • , , , oo c 

La vitesse de phase est done v = = — 

k o a a 

6- E(t,z) = E o exp(-k o j3 z)exp[j(cc>t -k 0 a z)]z x 

Bit, z) = E a exp (-k a j3 z) exp [j{a> t - k D a z)]e = —exp(-k 0 /3 z) exp ^-^ (0t k ° a ^ d 

Z c a-jp 

II- 

1- 

♦ Dans le vide le vecteur d’onde k =k o ; (z<0), alors le champ electrique incident est : 
E, (t, z) = E a exp [j(cot - k a z)]d x 

♦ De meme que pour le champ electrique reflechi k = k a , alors : 
E r (t, z) = E or exp [j(mt + k o z.)]d x 

♦ Dans le milieu le vecteur d’onde est k , alors le champ electrique transmis : 
E, it, z ) = E ot exp [j((ot - k z)]e t 
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2- Pour le calcul, on utilise la relation B = — a E 

co 

♦ le champ magnetique incident est : B t (t, z) = — E a exp [ /'(co/ - k a z)}z y 

Z 0 

♦ le champ magnetique reflechi est : B r {t,z) = - — E or exp [ j (eo t + k n z )]? 

Z a 

♦ le champ magnetique transmis est B t (t, z) = E ot exp [ /'(co / - k z)]e y 

Les champs electromagnetiques sont dans des plans paralleles a la surface de separation des 
deux milieux (plan tangentiel). 



3- Nous ecrivons, a la surface de separation (z=0), la continuity de la composante 
tangentielle du champ electrique et de l'excitation magnetique (cette derniere relation se 
confond avec la continuity de l'induction magnetique puisqu' aucun des milieux n'est 
magnetique). 

Eit=E 2 t et Hit=H 2 t (pas de courant surfacique reel a la surface de separation) 

En tout point z=0 de la surface de separation ecrivons la continuity de la composante 
tangentielle du champ electrique, ce qui donne : Ei x =E 2 X 

E, it, 0) + E r (t, 0) = E t (/,()) => E a exp [/'(co/)] + E or exp [./(co/)] = E ot exp [/(co/)] 

E 0 +E or =E ot (1) 

En tout point z=0 de la surface de separation ecrivons la continuity de la composante 

_ g 

tangentielle de l’excitation magnetique Hi y =fE y (avec H = — ) 



E, it, 0) + B, (t, 0) = B t (/,()) ; alors : ^ E o exp [/(co/ )] - ~~ E or exp [/(co/ )] = ~ E ot exp [/(co/ )] 









ce qui donne : E ° r) = (2) 

Z Z 



A partir de relations (1) et (2) on deduit aisement : r = 



E, jz = 0 ) _ E or Z-Z Q 
E t iz = 0 ) E o Z + Z o 



^M-oy/2 y/2 ^ ^ £ y/2 



Ou encore r = 



(Eoy/2 | y/2 ^ ^ ^ £ y/2 

s„ 



8 

1/2 



r = 



1 -ix'-jx")_ 

, 1/2 



1 + ix'-jx"Y 
4- dans le demi-espace vide (z<0) : 

E = E t + E r = [E 0 exp ./'(co/ - k Q z) + rE a exp ./(co/ + k a z)]s x 
E = E o exp j((at)[exp(-jk o z) + rexp jik a z + cp)]e t 

= E* E = E o 2 [exp i-jk B z) + rex p jik a z + cp)]* [expi+jk o z) + rexp-j(k o z + (p)] 
= E o 2 \l + r 2 + 2rcos(£ o z + cp)]=> E =E o [l + r 2 + 2rcos(£ 0 z + cp)} 7 " 
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la valeur maximale : cos (k o z + (p) = 1 = 
la valeur minimale : cos(k o z + cp) = — 1 : 



= £„[l + r 2 +2,-] l,; =£,[l + ,] 
= £„[l + r J -2r]‘' ! = E„[l-r] 



alors S = 



1 + r 
1 -r 



(a - 7(3) = ylx'-jx" = ^x'(l jx'(l-jtg8) = jtg 8) = 4x\ 1 - jtgbf 

= jtg8) in = Jx'((l + tg 2 8) U2 exp(-8)J 12 =y[x'((- — \ — ) I/2 exp(-8) 



cos 5 



X 1/2 

) 

y 



= v x 



a = 



cos 5 



exp (-5) 



x 1/2 

= y[x\ 


B ex P( 


?>=. 


l^-exp(-|) = . 


PT 


f 5 . - 8^i 

cos /sin — 


) \ 


cos 8 


2 


V cos 8 2 


V cos 8 


l 2 2j 



5 

cos — 

cos 8 2 



P = - 



x' .8 

sin — 

cos 8 2 



La mesure de ces deux grandeurs permet la connaissance de la permittivite complexe du 
dielectrique. 
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Controle N°2 : (2007-2008) 



Exercice 1 : 

On considere un materiau ferromagnetique doux de 
permeabilite magnetique p ayant la forme d'un tore de section 
uniforme S et de longueur mo yen £, sur lequel sont regulierement 
bobines N spire parcourues par un courant I. 

1- Determiner le champ d'excitation //dans le tore. En deduire le 
champ magnetique B dans ce circuit. 

2- Calculer le flux total a travers le tore. 

3- En deduire l'inductance L du tore. 

4- Calculer la reluctance de ce circuit torique. 

5- On donne £=30 cm, S=5 cm 2 , p r =10 5 (permeabilite relative d'un alliage compose de fer, de 
nickel et de molybdene) pour H=1.6 A/m. 

p 0 = 4n 10 7 S.I. 

Calculer numeriquement la reluctance, le champ magnetique et la force magnetomo trice. 




Exercice 2 : Une onde electromagnetique plane, progressive, monochromatique de pulsation 
co, se propage parallelement a l'axe Oz dans un materiau dielectrique non magnetique et sans 
deplacement de charges. La permittivite dielectrique du materiau est complexe notee 
s = e'+ js ' ' . La composante en z du vecteur d'onde complexe sera notee k = k'+ jk" . Cette 
onde, se propageant suivant z > 0 , est polarisee rectilignement et le vecteur champ electrique 
est E = E a exp j{kz-cot) e x oil E 0 est l’amplitude, constante dans le temps et dans l’espace, 
du champ electrique. L'espace est rapporte a un triedre orthonorme direct Ox yz de vecteurs 
unitaires e x , e y , e . 

1- Calculer divE 



2- Trouver les composantes de B . 

3- Ecrire les equations de Maxwell dans ce milieu en fonction des champs E et B . 

4- Determiner la relation de dispersion dans le milieu et montrer que k' et k" verifient les deux 
equations suivantes : 

, , co 2 co 2 

k' 2 -k" 2 = ^-s' k'k"=^—£" 

c 2c 

5- Deduire de ce qui precede l’expression k” en fonction de co/c, s' et s". 

6- Calculer le vecteur de Poynting moyen R (z ) ■ 



7- La profondeur de penetration de l'onde est la distance 8 au bout de laquelle la puissance 
transportee est divisee par e. Exprimer 8 en fonction de co /c, s' et s". 
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Corrige du controle N°2 ; (2007-2008) 

Exercice 1: 

1- L’application du theoreme d’ Ampere pour H, a la ligne moyenne E du tube de champ 
constitue par le noyau ferromagnetique, pennet d’ecrire : 



\Hdl = \ Hdi = Hi = NI=>H 



NI_ 

£ 



B = fuH = ju — 

£ 

Nl SN 2 

2- le flux total a travers le circuit magnetique est (f) = NSB = NS/j — = n — — 1 

3- le flux magnetique est relie au coefficient d'induction L 

, TT SN 2 _ _ SN 2 

<P = li = B— — I ^L = j u 0 jU j 



£ 



£ 



4- la reluctance du circuit magnetique est R = j" — = - 

t V s MoMr S 

5- Calcul numerique : 

R = 4800 H 1 

B = 0.2T 

La force magnetomotrice (f.m.m.) du circuit magnetique est E = NI = H£ = 0.48 Am 



£ 



Exercice 2: 

1 ,/• z? dE x a£ v dE. - 

1- divE = — - H H L = 0 

dx dy dz 

_ ^ 

2- Nous avons une onde plane, le champ magnetique B = — a E = — L a E x e x 

oo oo 

avec E x = E o exp jikz - cot ) , 

Les composantes du champ magnetique sont B x =B z =0, et 
k k'+ik" 

B v =-E x = J —E 0 exp~k"zex p jik'z-ax ) 

CO CO 

3- Nous ecrivons les equations de Maxwell pour un milieu non magnetique (p=p 0 ) de 
permittivite complexe s . 

^ . ___ gg 

rotB = ud — , rolE = , divB = 0 , divE = 0 . 

°dt dt 

* _ QJ? * gg 

4- A partir des equations de Maxwell : rotB = p o s — et rotE = . 

dt dt 

+ * 3B(M 3 - — 3 3 ^ 

rot rotE{M ,t) = grad(divE) - AE = rot{ — ) = (rotB(M ,t)) = (p 0 s — E) 

dt dt dt dt 

avec divE = 0 . 

_ Q 2 £ _ q 2 e 

L’equation de propagation est : AE - p o s — — = 0 => A E x - p o s — = 0 . 

dt~ dt 

D’ou la relation de dispersion : 
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k z E x -| j, 0 s(j(oYE x =0 => k A = n o £C 0 2 = n 0 £ 0 sco z = —£ = —{e'+je"). 

c c 

2 

> (k'+ jk" f = k' 2 -k! ,2 +2 jk'k ' ' = ~ (e'+ j e ' ' ) 



2 2 
2 CD _ CO 



On trouve alors : k' —k" = —c~£' 

c 



k'k"=-^—£' 



5-k' = 



co' 



2k" c 



i i /2 



{ m 2 \ 

2 S ' 

y 2k" c 2 j 



-k'" = ^£' 



. ,fc" 4 c 4 ,k" A c 



,2 2 



Equation du second degre : 



+ £ 



CO 



CO' 



2c 



f £ ”\ 






= 0 



A = 



, -2 o - £ — T - ± . 

f jv co 2 



v J 



. c 

+ 4 — 
CO 



k" 2 = 



f 2\ 



V <° J 



+ 4- 



00 



( £ M> j 



\ L J 



La solution physiquement valable est : 

-W) 



1 co 



/c M2_ -g'+Vlg') 2 +g" 2 _ fc „2_ 

2 2 

^ c 2 c L 






co 



-£' 



CO l\l\£ 



'f+(s") 2 -£' 



CO' 



1 



6- soit on utilise un calcul direct ou utiliser la notation complexe : R(z ) = E a B 

2- Bn 

E(z, t) = E 0 exp(-fc ' ' z) exp [j(k' z. - oot)]z x 

B = - E a exp - k" zexp j(k’ z. - cot)e 
co 

-* k'-jk" 

Alors son conjugue est : B = E n exp - k" z exp - j{k' z - cot)e y 



co 



R(z) = —EAB t =—(E 0 exp-k" zf k -J^- A g ) = _L exp - 2 k" z) 



, \k'~jk" 



2 Mo 2 Bo a> 

La partie reelle du vecteur de Poynting est done : 
k' 



2 Bo 



co 



R{z) = ~[El^-2k"z)e z 



2 Bo® 



n XT 1 v ,,, ffl J (£’) 2 +(£") 2 -£' 

7- Nous avons o = ou k = — J — 

2it" cl 2 
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Controle de rattrapage : (2004/05) 



Exercice 1: 

On considere un milieu LHI, constitue d’atomes identiques, au nombre de N par unite 
de volume. Chaque atome est modelise par un noyau fixe et un electron qui lui est lie. Un 
champ electrique E parallele a OX et de pulsation co est applique a chaque atome : 
E = E o costco/) e x oil e x est un vecteur unitaire dirige suivant OX. Ce champ electrique 
entraine un deplacement x(l ) , selon OX, de 1’ electron par rapport au noyau. On admettra que 
le champ macroscopique est confondu avec le champ local. 

On suppose que l’electron est elastiquement lie au noyau par la force de rappel f r = -m(o 2 0 x, 
ou m est la masse de 1’ electron et co 0 est une constante positive. 

1- Ecrire 1’ equation differentielle du mouvement de l’electron sous l’effet de la force de 
rappel et du champ electrique applique. 

2- En admettant que la solution de cette equation est de la forme x(t) = x a cos(co t) , 
determiner x a . 

3- Ecrire l’expression du moment dipolaire electrique induit p(t) par atome. 

4- Deduire l’expression du vecteur polarisation P(t) du milieu. 

5- Determiner la susceptibilite electrique % = %(eo) du milieu. 

6- Representer Failure de 7(0) . Quelle est sa dimension ?. 

7- En deduire l’expression de la permittivite relative s r (co) et 1’ indice n(co) du milieu. 

8- Calculer 7(00), s f .(co) et n( co) pour 00 = 0. 

On donne eo o = 3.7 10 15 rad Is , N = 2.5 10 28 m 3 . 

Masse de l’electron m=0.91 10' 3 ° kg 

Charge elementaire e=1.6 10' 19 C 

Vitesse des ondes electromagnetiques dans le vide c=3 10 8 m.s" 1 
Permeabilite du vide p 0 = 4tt 10 7 S.I 

Exercice 2 : 

L'espace est rapporte a un triedre orthonorme direct OXYZ de vecteurs unitaires e x , e y 
et e z ■ Un milieu conducteur parfait remplit l’espace z>0 (le reste etant du vide). Soit une onde 
electromagnetique monochromatique, plane, progressive, de pulsation w et de vecteur d’onde 
k , qui se propage dans le vide suivant la direction OZ et qui tombe sur la surface de 
separation des deux milieux. On considere que le champ electrique de l’onde incidente est 
polarise suivant OY. Soit E 0 l’amplitude du champ electrique et k le module du vecteur d’onde 
de l’onde incidente. 

1- Ecrire, en notation complexe, les composantes du vecteur champ electrique £) de l’onde 
incidente en un point M de coordonnees (x, y, z) a 1’ instant t. 

2- Ecrire les composantes du vecteur d’onde k de l’onde incidente. 

3- Trouver les composantes du champ magnetique Ik de l’onde incidente. 

4- Donner la definition d’un conducteur parfait. 

5- Donner les composantes des champs electrique et magnetique dans le conducteur. 

6- Determiner les composantes du champ electrique E r de l’onde reflechie. 

7- En deduire les composantes du champ magnetique B r de cette onde reflechie. 
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8- Deduire les coefficients de reflexion r et de transmission t (en amplitude). 

9- Calculer les composantes des champs electrique et magnetique de l’onde resultante dans le 
vide. 

10- Ecrire les relations de passage, a la surface de separation entre les deux milieux, pour le 
champ magnetique. 

11- Determiner le vecteur densite de courant surfacique j s parcourant le plan z = 0. 
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Corrige du controle de rattrapage (2004-2005) 



Exercice 1 : 

1- On applique le principe fondamental a un electron de charge -e et de masse m, soumis a la 

force electrique - eE et a sa force de rappel, soit : 

d 2 x 2 

m — — = -eE 0 cos(co t) - moo 0 x 
dt 



Comme x(t) = x a cos(cot) est solution de l’equation, on trouve : x n = 



eE„ 



777(C0 2 - 0 ) 2 ) 



_ T _ . . , . ^ eE n cos(cof) 

2- Le moment dipolaire mduit est p(t) = -ex(t)e x = -e — ; —e r = 



e~E 



Ne 2 E 



m(pa -co~) m( co 0 -co ) 

ou N est le nombre d’ electron par 



3- Le vecteur polarisation est P(t ) = N pit) = 0 , 

777(d)” — co”) 

unite de volume. 

4- Le vecteur polarisation (macroscopique) du milieu est defini par la relation : Pit) = %s a E . 

Ne- 



On deduit la susceptibilite electrique du milieu : % = %(d)) = - , 

ms o (( 0 o -d)) 

5- L’ allure de la susceptibilite est representee sur la figure suivante : 




X(0) = 



Ne 2 

ms 0 fQ 2 0 



; x (® 0 ) = +°° ; x(®/) = -°° ; pour co = +oo, x = o 



Le produit DE = (s a E + P)E = (s o E 2 ) + PE = (s o E 2 ) + %s o E 2 represente une densite 
volumique d’energie, done x cst sans dimension. 



6- La permittivite relative est 



s r = 1 + x , done : s,. (co) = 1 + 



Ne 2 

777S o (C0 2 - CO 2 ) 
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i [ ] Ne 2 

L’indice du milieu est rc(co) = ^.(co) , done : n( co) = 1 H — 

V me 0 (co 0 -(o) 

7- La relation p 0 s 0 c 2 = 1 permet de deduire s fl = — = 8.8 1(T 12 S./. 

V 0 c 

Application numerique : pour co = 0 ; x(0) = 5.84 , s,. (0) = 6.84 et «(0) = 2.61 



Exercice2 : 

1- Les composantes de E i suivant les axes OX et OZ sont nulles ( E x = E„ =0) 

E y = Mors : E i = E y e y 

2- Les composantes du vecteur d’onde incident k suivant les axes OX et OY sont nulles ; 
(k x = k y = 0) alors : k, = k ; done k =ke z . 

3- Les composantes du champ magnetique 5, sont definies a partir de la relation de Maxwell- 



Faraday : rotE i = L , 

dt 

k 

En notation complexe on a : IE = — a E t 

co 

Cequidonne : B y = B, = 0 et B x = --E y =--E o e i((0 ‘- kz) ; alors : 5, =--E o e i(ia, ~ kz) e x 

CO 00 CO 

4- Un conducteur parfait est caracterise par une conductivity infinie. 

5- Dans un conducteur parfait le champ electrique est nul. Par consequent les composantes de 
E dans le metal sont nulles : E x = E y = E_ = 0 

6- II s’agit d’une onde regressive qui se propage avec un vecteur d’onde reflechi 
k r = —k = -ke . Par consequent le champ electrique reflechi est : E r = E r e l< " >nkz> e v oil E r est 
l’amplitude de l’onde reflechie. 

Ainsi les composantes suivant OX et OZ sont nulles : E xr = E zr = 0 

En utilisant la relation de continuity de la composante tangentielle du champ electrique 
Eit= E 2 t ; en z=0 : 

E i (z = 0) + E r (z = 0) = 0 , ce qui donne : E a e l(<at} + E r e' (a>,) = 0 ; done : E r = —E 0 . 



En definitive : E r = -E 0 e ,{w,+kz) e y . 

7- Les composantes du champ magnetique reflechi sont definies comme en 3) : 

= — a E r ; On trouve : B y =B.= 0 et B x = -- E 0 e K<a,+kz) 

CO ' CO 

Done : B, = -~E 0 e i(m+kz) e x . 
co 

8- Le coefficient de reflexion en amplitude pour le champ electrique est defini par : 




II n’y a pas d’onde transmise dans le metal, par consequent t = 0. 

9- L’onde incidente et l’onde reflechie se superposent dans tout le demi-espace z<0, 
• Le champ electrique resultant est : 
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Pour ce champ E, il n’y a plus de phenomene de propagation, mais une oscillation 
sinusoidale dite stationnaire d’amplitude 2 E a sin kz. 

• Le champ magnetique resultant dans le vide est : 



Comme pour le champ electrique il n’y a pas propagation, mais seulement une oscillation 

2 kE 

stationnaire d’amplitude -cos kz. 



10- Continuity de la composante normale du champ magnetique a la surface de separation 
entre deux milieux. B in = B 2 N 

Cette relation est verifiee car la composante normale du champ magnetique (B z =0) dans le 
vide est nulle. 

Discontinuity de la composante tangentielle du vecteur excitation magnetique a la 
surface de separation entre deux milieux : H lT - H 2T = j s /\n oil j s est le vecteur densite de 
courant surfacique et n la normale a la surface dirige du conducteur vers le vide. 

1 1- Le vecteur excitation dans le conducteur est aussi nul, par consequent : H 1T = j s a —e, 

g ^ 

Comme H = — dans le vide, alors : B iT = \x o j s a -e_ 

Le champ magnetique tangentiel dans le vide, a la surface du metal en z = 0, est 



Alors le vecteur densite de courant surfacique j s parcourant le plan z = 0 est : 




to 



J 
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Controle de rattrapage : (2005/06) 

Exercice 1 : 

Un circuit magnetique est constitue par un materiau 
ferromagnetique de permeabilite magnetique relative p r , § 

avec entrefer d’epaisseur e, en forme de tore de rayon de la 
circonference moyenne a et de section S. Soit L la longueur 
moyenne des lignes de champ (e«L). Ce systeme est excite 
par une bobine a N spires parcourues par un courant I (Voir 
figure ci contre). 

NI 

1- Demontrer la formule d’Hopkinson <() = oil cb est le flux magnetique a travers la 

1 r di 

Mo ( c ) Mi- *-* 

section du materiau. Que represente le terme NI ? Quelle est son unite. 

2- Calculer la reluctance totale du circuit. 

3- Calculer l’excitation magnetique H 0 dans l’entrefer en fonction e, L,p r , N et I. 

4- En deduire l’excitation magnetique Hf dans le materiau. 




Exercice 2 : 

L'espace est rapporte a un triedre orthonorme direct Oxyz de vecteurs unitaires e x ,e y et 



e z . On etudie la propagation d’une onde electromagnetique monochromatique, plane, 



progressive, de pulsation oo, de vecteur d’onde k , dans un metal reel de conductivity y, de 
permittivite electrique s 0 et de permeabilite magnetique p,,. On considere que l’onde se 
propage dans le sens des x croissants et que le champ electrique de l’onde est polarise 
rectilignement suivant Oy. Soit E 0 l’amplitude du champ electrique. 

1- Ecrire les composantes du vecteur d’onde k de l’onde. 

2- Ecrire, en notation complexe, les composantes du vecteur champ electrique E de l’onde. 

3- Verifier que l’onde est transversal. 

4- Ecrire les equations de Maxwell dans le metal. 

5- Etablir 1’ equation de propagation pour le champ electrique E . 

6- Montrer qu’en negligeant le courant de deplacement par rapport au courant reel, que 

dE 

l’equation de propagation s’ecrit : A E = p o y — . 

dt 



7- 

8 - 



Dans la suite on se place dans le cadre de 1’ approximation ci-dessus, en deduire la relation 
de dispersion. 



Montrer que k = (1 + /) a avec a = 




Donner la dimension de a. 



9- Representer graphiquement failure de E (module de E) en fonction de x. Interpreter . 
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10- Calculer les composantes du champ magnetique B . 

11- Donner la definition d’un conducteur parfait. Que peut-on dire alors du champ E et 
B dans un tel conducteur ? 
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Exercice 1 : 

1- Le vecteur excitation magnetique H est liee a B par la relation : B = 

Appliquons le theoreme d’ ampere pour le vecteur excitation magnetique : j> Hdl = ^7 a 

(C) 



a la 



(C) 

Bdi 



courbe moyenne (c) de longueur moyenne L, done : | HcCl = | Hdi = j> 

(C) ( C ) (C) 

Or le lux magnetique (() = BS est constant le long du tube d’induction forme par le circuit 

, . . r bdi ... 6 r dl 

magnetique, done : | = NI ou encore — — - = NI 

( J C) p 0 p f .S n.L 



M-o (o 



done : § = 



NI 



1 r dl R 



E 

= — (formule d’Hopkinson). 



d 0 (o 



Cette fonnule est analogue a celle d’electrocinetique I = — . 

La quantite E = NI est appelee force magneto-motrice (f.m.m); on l’exprime en amperes-tour 
(A.t). 



2- la reluctance totale du circuit est R = — | 



dl 1 ,e L-e. 
= — (- + -) 



M 0( c>M S p,5 
3- Le theoreme d’ampere donne : H o e + H f (L — e) = NI 

et, d’autre part, e«L ; les lignes de champs traversent l’entrefer sans trop de perte 
Continuite de la composante norm ale B = — = \i 0 H 0 = \i a \y r H f ; alors H a = [i r H f 

s 

d’ou H o e + ^-(L- e) = NI => H } = — = 

d, e + ± (L _ e) » r e + (L-e) 



d, 



4- H f = 



NI 



\x r e + (L-e) 



Exercice 2 : 

1- soit e x la direction de propagation ; Le vecteur d’onde k =ke x \ 
done les composantes du vecteur d’onde sont k x = k , k y = 0 et k, = 0 

2- Le champ electrique etant polarise rectilignement suivant Oy, done les composantes sont : 
Ex=Ez=0 et E y = E o e ,Ucx - ,m . 

— — — dE 8E FjE — — 

3- divE = ikE = — - H H L = 0 + 0 + 0 = 0^>k_L£’, l’onde est transversal. 

dx dy dz 



4- divE = 0 



divB = 0 



rot(E) = - ~zr 
dt 



— * - - dE 

rot(B) = n a (j + s o — ) 
at 
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avec j = y E 



p L> 

5- rot(E) = 

dt 



rot(rot(E )) = - 



drot(B) 

dt 



dE 



d 2 E. 



dE 1 d 2 E„ 



=>grad(divE)-AE = -(\i 0 y — + p 0 s — -) ou encore AE = (p 0 y — + — — -) 

dt dt - dt c dt 

6- dans 1’ equation de Maxwell -Ampere, en negligeant le terme de courant de deplacement 

dE - 

responsable de la propagation s c — devant le courant reel j = y E , 1’ equation d’onde devient 

dt 

dE 

AE = (p o y — ) on est done dans le cadre de 1’ approximation du regime quasi-stationnaire 
dt 

(ARQS) 

7- on a A E = —k 2 E et — = -mE, alors AE = (p o y — ) donne k 2 E = m\x o yE ; alors la 

dt dt 

relation de dispersion est k 2 = /cop 0 y , le vecteur d’onde est complexe. 

8- En posant k=ki+ik 2 , on a : k 2 = k 2 -k\ +2ik l k 2 = /cop o y ; on identifie alors k 2 -k\ =0 



et 2 k i k 2 = eop 0 y comme ki=k 2 alors k x =k 2 = 



r x 1/2 

v 2 j 



= a ; par consequent k = a(l + i) 



la dimension de a est m" 1 . 1/a est homogene a une distance et caracterise la profondeur de 
penetration de l’onde dans le metal : 1/a est appelee epaisseur de peau. 

9- le champ electrique s’ecrit alors 



E = E e i(kx ~ a,,) e , = E e l(m ~ m) e~ m e 



l’onde se propage en s’attenuant, lorsque x»l/a le champ E 
devient negligeable. 



, 

10- A partir de la relation de Maxwell rot(E) = , en 

dt 

considerant toutes les constantes nulles en utilisant la partie reelle, 
ou directement le champ magnetique est donne par la relation 

- ke x - a(l + i) _ - 

suivante B = a E = e x a E 

oo co 




B = 



a(l + i) 



V2< 



a 



E e avec 1 + i = yf2e' 4 , done B = ^^E e ax e 



i ( (1.X -CO/H — ) 

4 ; 



00 00 

V 2 a 71 

Ou encore en utilisant la partie reelle : B = E 0 e~ ax ' cos(ax - oot + — )e_ 

oo 4 



11- un conducteur est parfait est un conducteur dont la conductivity est infinie. Le champ 
electrique est nul sinon la puissance par unite de volume dissipe par effet joule : 
dp 

— = jE = y E 2 serait infinie ce qui est absurde. 
dx 

Si y est infinie alors a l’est aussi pour co non nul. Alors le champ electrique et le champ 
magnetique sont nuls dans le conducteur parfait 
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Exercice 1 : 

On considere dans le vide une sphere dielectrique de centre O et de rayon R. Celle-ci 

A 

possede une polarisation de la forme P = —r , oil A est une constante positive (on designera 

r 

par e r le vecteur unitaire porte par le vecteur r = re r ) 

Un point M de l’espace sera repere par ses coordonnees spheriques (r=OM, 9, tp). 

1- Determiner les densites de charges de polarisation surfaciques a p et volumiques p p . 

2- Calculer la charge totale de polarisation Q p . 

3- Calculer dans les deux regions de l’espace (r<R et r>R) le champ electrique. 

4- Comment appelle t-on ce champ electrique et pourquoi? 

5- Calculer le vecteur deplacement electrique D a l’interieur et a l’exterieur de la sphere. 
Commenter ce resultat. 

6- Calculer le potentiel electrostatique a l’interieur et a l’exterieur de la sphere. On prendra le 
potentiel nul a l’infini. 

On donne en coordonnees spheriques: 

- 1 d 2 1 d . a 1 c3a 

diva = — r — (r a,.) ^ (a a sin 6) H - 

r 2 dr r rsinOdO 8 rsinO dtp 



Exercice 2 : On considere une onde electromagnetique plane, progressive, monochromatique 
de pulsation co se propageant dans un milieu, absorbant, non magnetique, de permittivite 
dielectrique complexes . On considere que l’onde se propage suivant z et qu’elle est 
polarisee rectilignement et que le champ electrique est suivant e x et que E 0 est l’amplitude du 



champ electrique. On utilisera uniquement la notation complexe. 

1- L’absorption du rayonnement se traduit par un indice de refraction complexe qu’on ecrit 
n = ri— in" , oil n ' >0 et n">0. Determiner la relation de dispersion a partir des equations de 
Maxwell. Ecrire l’expression du vecteur d’onde k en fonction de k 0 (vecteur d’onde dans le 
vide), n ' et n" . 

2- Ecrire l’expression du champ electrique de l’onde. 



3- L’intensite lumineuse I est le flux du vecteur de Poynting P a travers une surface unite. 
Montrer que l’intensite du rayonnement en fonction de la distance parcourue dans le milieu 
s’exprime sous la forme I(z) = I D exp(-az) ; ou a est le coefficient d’absorption. On utilisera 



la relation 



2 



: valeur moyenne ; 9? e : partie reelle et B xomplexe 



conjugue de B . 

4- Donner les expressions de 1 0 et de a en fonction de n , n " , E 0 , c, co et p 0 . 

5- Les mesures du coefficient d’absorption donnent la valeur de 0,02 m 1 a la longueur d’onde 
dans le vide de 450 nm. Calculer la valeur de n" . 
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Corrige du controle de rattrapage ; (2006-2007) 



Exercice 1 : 

1) la densite surfacique de charges de polarisation a = Pn = Pe r e r = P avec le vecteur de 
A A 

polarisation P = — r = — e r . 



Done <j n = P(r = R) = — 
p R 



La densite volumique de charges de polarisation p = -divP ; Comme la polarisation ne 



1 p a A 

depend que de r, alors p = -divP = — - — (r 2 — ) = — - 

r~ dr r r~ 



2) la charge de polarisation totale est definie par : Q p p p dr 



Q p = ^ 4 nR - 4 7rr 2 dr = AnAR - 4 tiAR = 0 



Q B 



3) r<R on applique le theoreme de Gauss JJ E p dS = — — avec Q p i n t la charge de polarisation 



comprise dans la sphere de rayon r. Par raison de symetrie E p va etre suivant e r ,de plus le 

champ de polarisation est radial et ne depend que de r, on a : 

A 



E p (r)* Ajtr“ = 



jjfp r 4m- 2 dr 



A - A 

d’ou : E (r) = , done E (r) = e r 

£ o r s o r 

De meme pour r>R, La charge de polarisation totale Q p a l’interieure de la sphere de rayon r 
est nulle. Alors le theoreme de Gauss jj E p dS = — /,inl = 0 Done le champ de polarisation 

£ o 

E p (r)=0 dans cette zone est nul 

4) Le champ s’appelle le champ de polarisation ou le champ cree par les charges de 
polarisation uniquement. 

5) On applique le theoreme de Gauss a une sphere de rayon r pour le vecteur deplacement : 
DdS = Q Ubres - Comme il n’ y a pas de charges libres Qiibres=0, alors le vecteur deplacement 

electrique est nulle dans les deux zones r<R et r>R. 

d = o 

On verifie ce resultat sachant que 5 = s o E + P avec E le champ de polarisation car le 
champ electrique exterieure est nul. 

A A 

• r<R, on a : D = e r H — e r =0 

r r 



r>R (dans le vide) : D = 0 + 0 = 0 



6) Le champ electrique ne depend que de r, la relation E p = -gradV p s’ecrit, E p = ~ 



dV„ 



r>R : E = 0 , alors V(r)=Cl. Comme le potentiel est nul a l’infini, alors V(r)=Cl=0. 
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• r<R : dV = -E dr = dr 

s„r 

A 

En integrant, on trouve le potentiel V (r) = — Ln(r) + C 

£ o 

La constante C est determinee par la continuity du potentiel en r=R, on a 

V (R) = — Ln(R) + C = 0 done C = — — Ln(R) 

£ r , A, 

^ Y 

D’ou le potentiel est : V (r) = — Ln(— ) 

£ o R 

Exercice 2 : 

1- Nous avons un milieu absorbant de permittivite est complexe s , a partir des equations de 

„ QJ? * 

Maxwell : rotB = li ,s — et rotE = . 

dt dt 

rot rotE(M ,t) = grad(divE) - AE = rot{-^^—^—) = - — ( rotB(M ,t )) = - — (jj, 0 s — E) 

dt dt dt dt 

Avec : divE = 0 (le champ electrique est transversal): 

_ d 2 E _d 2 E 

L’equation de propagation est : A E - p 0 s — — = 0 => A E x - p 0 s — A- = 0 

dt dt 

D’ou la relation de dispersion : - k 2 E x -p o s(yca) 2 E x = 0 => k 2 = p o sco 2 



k = p 0 s 0 s,.co =— 8 ,. = — n => & = nk a = k 0 (n'-in") 
c c 



2- k =ke z =k 0 (n'-in")e z avec k a = co^]\j, 0 s 0 = — et e vecteur unitaire direction de 

c 



propagation 

E(t,z) = E a exp(-k o n ' z) exp [j(cot - kji z)]e x , le premier represente l’attenuation de l’onde. 

3- (P) = — S J et le champ magnetique est : B = — a E ; 

W 2 p o or 



1 2 P o eo 

comme E et k sont perpendiculaires et utilisant le produit mixte, nous avons : 

p) = (w,( (E E — ) = exp(-2 n"Kz)-k‘) = E - eXp( ~ 2n " i - z) 

' 2 p„o> 2p 0 co 2p 0 co 

- (ko (n'+in'')E) = E ° ^- 2n " k ° z) K n'e. = ^ „.g. 



2 q 0 ro 



2p 0 co 



2 E 0 c 



E 2 oo 

4- on identifie alors : I = — — ri et a = 2 n"k = 2 n" — 

O r\ O 

2p o c c 



5- n" = 



a 



a 



2k 2 * 2n/E„ 4n 



= ( ^l = 7.2 *10 _1 ° 
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Controle de rattrapage : (2007-2008) 



Exercice 1 : 

Soit un fil conducteur cylindrique infiniment long, d'axe Z'OZ, de 
rayon a et de permeabilite magnetique relative p r , parcouru par un courant 
volumique uniforme d’ intensity totale I. Un point M de l'espace est repere 
par ces coordonnees cylindriques p, cp et z. 

1 -Donner 1’ expression du vecteur densite de courant volumique j . 

2- Determiner les expressions des champs H et B a l’interieur et a 
l’exterieur du fil. 

3- En deduire le vecteur aimantation M 

4- Calculer les densites de courant volumique et surfacique d'aimantation. 
On donne : 




<p 

p 



Z' 



— * - . 1 da, 

rot(A) = (— — i 

P d(P 



dz dz 






dp 



P dp 



d(p 



Exercice 2: 

On veut etudier la propagation d'une onde electromagnetique, monochromatique de 
pulsation cd, dans un conducteur electriquement neutre et de conductivite electrique y. Le 
milieu conducteur est limite par le plan y=0 et occupe tout le demi-espace 0<y<oo. Le champ 

electrique dans le conducteur est E = Ae ^ e J<< " l>y) u, oil A, a, [1 sont des constantes reelles 

non nulles ave ([!>()) et u un vecteur unitaire constant. On considere que la permittivite 
dielectrique et la permeabilite magnetique du conducteur sont celle du vide. 

1- Ecrire le champ reel E de la representation complexe. 

2- Quelle est l'amplitude A r (y) du champ electrique reel E au point M = (x, y, z) ? Pourquoi 
doit-on avoir a>0? Tracer et interpreter la courbe A r (y). 

3- Calculer divE . En deduire une condition que doit satisfaire le vecteur u . 

4- A partir des equations de Maxwell, trouver 1’ equation de propagation pour le champ 
electrique. 



(Jq2 2 * 

5- En deduire une equation de la forme: ( a + jp ) 2 = + — . 

c" L 

6- Quelle est l'expression litterale de L en fonction de p„, y et co? 

0^2 ^ 

7- Verifier numeriquement que —rest negligeable devant — . 

c L~ 

Dans ce cas, calculer les valeurs numeriques de a et p. 

On donne y = 2.25 10 7 £2/ m,f= 1 GHz et \x 0 =4n 10 7 S.I. 

On rappelle que (1 + j) 2 =2 j 
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Corrige du controle de rattrapage : (2007-2008) 



Exercice 1: 

1- le courant volumique s’obtient aisement : j = 



f 



<?, , avec S=na 2 . 



J 



2- En appliquant le theoreme d’Ampere, sur un contour circulaire de rayon p>a, les champs 
Hex et Bex s’ecrivent respectivement en coordonnees cylindriques d’apres le theoreme 
d’ ampere et la relation B e x=PoH e x 

H =—e et B = —e , 

27ip 27rp 

En appliquant le theoreme d’Ampere, sur un contour circulaire de rayon p<a, on trouve : 

# ~ et K = 



2na 



2m 



2 <p 



3- Le vecteur aimantation est : M = % H mt = (ju r - 1) 



IP 

2m 



2 <P 



4- j vm = rotM =(ju r -l) 



m 



2 



Jsm = M(p = a) An = -( p r - 1) 



2m 



Exercice 2 

1- E = Ae~°* cos {cat - (5y) u , 

2- L'amplitude de E est : A r (y) = Ae^ 

Pour y — ^ go cette amplitude doit etre finie. On a done a>0. 

Pour a = 0, l'onde electromagnetique serait une onde plane sinusordale progressive se 
propageant dans la direction de Oy vers les y croissants. Sa phase est (oJ - /3y) . 

Pour a > 0 , la phase est toujours ( cot - fiy) . L'onde se propage done dans la directions de Oy 
vers les y croissants, mais s'attenue (l'amplitude A r (y) decrort pour y croissant). Cette 
attenuation resulte de l'ab sorption de l'onde par le milieu conducteur, l'energie de l'onde se 
transforme en chaleur par effet Joule. 



a J. z? dE * , dE r , dE - 

3- divE = — - + — - + ■ 



dAe 



-av j(at-fif) 



e , .u 



dAe' 0 * 



divE = 



dx 



dAe^'e’^-^ 



dy dz 

J 

e„.u 



dx 



■ + ■ 



e y .u 



dAe 



-av j(at-/3y) 



e..u 



dy 



dz 



dy 



= (-a- jp)Ae- ay e ,(atliy) 



e y .u = 0 



u doit etre perpendiculaire a e y 

4- Nous ecrivons l'equation de Maxwell- Ampere pour un milieu conducteur, de permittivite 
So et de conductivite y. 

— - dE 

rotB = ju a (j + s 0 — ) , le milieu est non magnetique p=p 0 . 
dt 

_ — . _ - dE 

En introduisant la loi d’Ohm : j =yE , alors rotB = ju a {yE + s o — ) 

dt 
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— Z dB 
rotE = 

dt 

rot rotE(M ,t) = grcid(divE) - A E = rot (- = 

dt 



^ ^ ^ ^ 

- — {rotB(M , 0) = - — (PjE + n 0 s 0 — E) 
at at dt 



avec divE = 0 : 

- d - d — 

L’equation de propagation : A E = — (ju 0 yE + fi o s o — E) 

dt dt 

K 7?d ? d =, - dE \ d 2 E 

= — (VJE + /Jo e o —E)=>AE = fj 0 r — + — —j- 

dt dt a c dt 

2 2 

5- A E = jju t] or/E -^E => (- a - j/3) 2 E = jit/o/E -^E 
c c 

i . n \i . of co 2 . co 2 2 j 

=>( a + ]P ) =JBo — T = - — + 7/W = "T + |T 



6- on identifie L = 



BoY (0 



7- L = 



MoY 0) 



= 3.356 10 6 m, 



co 



YY— = 438 md 2 , 



H „ ~2 



— = 1.774 10' 1 m 
L 2 



2 * a + ^ 

On a done approximativement : => (a + jfi) 2 = — = ? — =i> {a + jj3) = ± 






E 



(1 + 7) 
L 



1 



6 ... I 



Comme P>0, on doit prendre le signe +, d'ou => a = J3 = — = 0.297 10 m 

L 
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